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МЕТОД ДВОБІЧНОГО ЕКСПОНЕНЦІЙНОГО ЗГЛАДЖУВАННЯ                                     
ДЛЯ ВІДНОВЛЕННЯ ДИНАМІЧНИХ ПРОЦЕСІВ 

Background. Restoring of the true regularities and missed values of time series is an important stage of data prepara-
tion for the future modeling and forecasting, therefore development of new methods of restoring is needed. 
Objective. To develop two-sided exponential smoothing method for restoring of regularities of dynamic processes evo-
lution; to apply created method for restoring of missed values of London metal exchange average day prices for color 
metal (zinc) and to compare with methods of restoring by using arithmetic mean, autoregressive approach and expo-
nential smoothing method.  
Methods. To achieve the formulated goal the following methods were used: two-sided exponential smoothing method 
was created; restoring by using of arithmetic mean values with usage of known values; autoregressive approach and 
exponential smoothing. 
Results. Two-sided exponential smoothing method was developed, which contains procedure of smoothing in direct 
and reversed time. The proposed method was used for restoring of dynamic processes and missed values of time se-
ries. Restoring of missed values of average daily prices for color metal (zinc) by making use of developed method and 
comparison with other methods were performed. 
Conclusions. It is shown by means of simulation that two-sided exponential smoothing method is effective for restor-
ing of process regularities. Developed method for restoring missing values of zinc prices in its application on practice 
showed an advantage in comparison with all the methods used in this study by the values of statistical characteristics 
of adequacy for constructed models, so it could be used in practice. 

Keywords: restoring of dynamic processes regularities; restoring of missed values of time series; two-sided exponential 
smoothing; exponential smoothing; arithmetic mean; autoregressive approach. 

Вступ 

Пошук прихованих закономірностей дина-

мічних процесів і відновлення пропущених зна-

чень є важливим етапом аналізу та прогнозуван-

ня часових рядів, що описують ці процеси. За-

дачі побудови математичних моделей, виявлення 

тенденцій та закономірностей процесів за екс-

периментальними даними прямо або опосеред-

ковано пов’язані з їх згладжуванням та фільтра-

цією, що покращує їх статистичні характерис-

тики [1, 2]. 

Одним із найбільш поширених методів від-

новлення процесу в умовах відсутності повної 

та надійної інформації про закономірності його 

розвитку є експоненційне згладжування. Метод 

експоненційного згладжування був уперше за-

пропонований Р. Брауном [3] і згодом розшире-

ний Ч. Холтом [4]. Е. Гарднер у своїй роботі [5] 

виконує аналіз теоретичних та емпіричних аргу-

ментів на користь вибору параметра згладжуван-

ня, також він розглядає різноманітні моделі екс-

поненційного згладжування у термінах сезоннос-

ті (відсутня, адитивна сезонність, мультипліка-

тивна) і тренду (відсутній, лінійний тренд, екс-

поненційний, демпфований). Е. Гарднер у [6] та-

кож описує останні дослідження стосовно екс-

 

поненційного згладжування, зокрема, він нази-

ває повне статистичне обґрунтування експонен-

ційного згладжування на основі нового класу 

моделей з одним джерелом похибок найважли-

вішим теоретичним досягненням у цьому напря-

мі досліджень. Р. Гайднман та інші в роботі [7] 

розглядають три класи моделей у просторі ста-

нів та використовують ці класи з метою побу-

дови аналітичних виразів для формального опи-

су дисперсії похибки прогнозу, які можуть бути 

використані при побудові прогнозних інтерва-

лів на один або кілька кроків уперед. Застосову-

вати зважені комбінації прогнозу з використан-

ням інформаційного критерію Акайке запропо-

новано С. Колассою [8]. 

У роботі [9] розглядається квазіоптимальна 

процедура згладжування, в якій запропоновано 

враховувати попередню інформацію стосовно ви-

мірів при використанні процедури експоненцій-

ного згладжування. Виконання досліджень сто-

совно створення нових методів відновлення за-

кономірностей розвитку та пропущених значень 
часових рядів — актуальна задача, оскільки її роз-

в’язання дасть можливість виконувати належну 

попередню обробку даних та ефективно розв’я-

зувати задачу подальшого прогнозування часо-

вих рядів.  
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Також необхідно зазначити, що відновлен-
ня пропущених значень цін на кольорові метали 
є важливою задачею для компаній, які займа-
ються продажем та купівлею на біржах металів. 
Відновлення цін на метали дає можливість ко-
ректно будувати та обґрунтовувати стратегії ви-
конання операцій на біржі. 

Постановка задачі  

Мета роботи: 1) розробити метод двобіч-
ного експоненційного згладжування для відно-
влення закономірностей розвитку динамічних 
процесів; 2) застосувати розроблений метод для 
відновлення пропущених значень середньодобо-
вих цін Лондонської біржі металів на кольоро-
вий метал (цинк) та порівняти отриманий резуль-
тат із результатами, отриманими за методами від-
новлення значень за допомогою середніх арифме-
тичних, авторегресійного підходу та експоненцій-
ного згладжування. 

Метод двобічного експоненційного згладжу-
вання 

Опис методу. Експоненційне згладжування 
можна подати у вигляді лінійного фільтра, на 
вхід якого послідовно надходять значення ряду 
вимірів змінної, а на виході формуються поточ-
ні значення експоненційного середнього. Про-
цедура експоненційного згладжування в кожній 
точці зводиться до фільтрації шумів вимірів на 
основі попередньої відносно цієї точки інфор-
мації про виміри. Однак можливості уточнено-
го відновлення ряду на цьому не вичерпуються.    

У дослідженні розглядається процедура екс-
поненційного згладжування для часового ряду зі 
значенням початкового наближення, рівним пер-
шому значенню ряду [1]:  

               1( ) (1 ) ,k kS y k S                    (1) 

де kS  — значення експоненційного середнього у 

k-й момент часу;   — параметр згладжування; 

( )y k
 
— значення ряду в k-й момент часу; 1kS   

— 

значення експоненційного середнього в (k  1)-й 
момент часу [1]. 

Для визначення оптимального значення па-
раметра згладжування розглянемо такі статистич-
ні характеристики, що використовуються для оці-
нювання якості побудованої моделі в цілому: кое-

фіцієнт детермінації R 

2
, суму квадратів похибок 

моделі ,SSE  статистику Дарбіна—Уотсона .DW  

Коефіцієнт детермінації 2R  обчислюється 

за такою формулою: 
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де Var[ ( )]y k


 — дисперсія основної змінної ( )y k


, 

оціненої за моделлю; Var[ ( )]y k  — фактична дис-

персія основної змінної ( ),y k  обчислена на ос-

нові вибірки даних [1].  

Статистика Дарбіна—Уотсона DW  обчис-

люється за формулою 

 2 2 ,DW     (3) 

де   — коефіцієнт автокореляції для ( )e k  та 

( 1),e k   тобто при зміщенні 1S   [1]. У фор-

мулі (3) коефіцієнт автокореляції 
 
для ( )e k  і 
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де ( )e k  — похибка моделі у k-й момент часу; 

( 1)e k   — похибка моделі у (k  1)-й момент ча-

су [1]. 

Сума квадратів похибок моделі SSE  обчис-
люється за такою формулою: 
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де N  — кількість значень у вибірці даних. 

У нашій роботі запропоновано інтегральний 
критерій адекватності моделі, що обчислюється 
таким чином: 

 2|1 | |2 |,R DW     (5) 

де 2R  — коефіцієнт детермінації, який обчислю-

ється за формулою (2); DW  — статистика Дарбі-

на—Уотсона, що обчислюється за формулою (3). 

Критерієм вибору оптимального значення 
параметра згладжування є мінімум значень суми 

квадратів похибок SSE  та інтегрального крите-
рію I, що обчислюються відповідно за форму-
лами (4) та (5). 

Процедура експоненційного згладжування 
в кожній точці є фільтрацією похибок вимірю-
вання на основі попередньої відносно цієї точ-
ки інформації про виміри. Більш точні відомості 
про процес можна отримати, модифікуючи ме-
тод експоненційного згладжування додаванням 
другого етапу для додаткової фільтрації похи-
бок у всіх попередніх точках. 
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У роботі запропоновано застосовувати до 
експоненційних середніх, отриманих за форму-
лою (1), експоненційне згладжування у зворот-

ному часі 1,...,1.k N   Кожне уточнене зна-

чення *
kS
 
обчислюється за формулою 

                 * *
1

(1 ) ,k k kS S S                    
(6) 

де *
kS  — значення експоненційного середнього 

у зворотному часі у k-й момент часу;   — па-

раметр згладжування; kS  — значення експонен-

ційного середнього в k -й момент часу; *
1kS   — 

значення експоненційного середнього у зворот-

ному часі у (k  1)-й момент часу ( 1k N  ,   

N 2,...,1),  початкове значення * .N NS S  

Критерієм вибору оптимального значення 
параметра згладжування є мінімум значень су-

ми квадратів похибок SSE  та інтегрального 
критерію I, що обчислюються за формулами (4) 
та (5) відповідно, але при цьому як вхідні зна-
чення при обчисленні цих характеристик вико-

ристовуються значення .kS  При обчисленні уточ-

неної оцінки *
kS
 
ваги оцінок kS

 
подаються на 

вхід алгоритму у зворотному часі. 
Імітаційне моделювання. Для дослідження 

ефективності розробленого методу двобічного 
експоненційного згладжування виконується йо-
го імітаційне моделювання і порівняння з ві-
домим методом експоненційного згладжування. 

Розглянемо процес випадкового блукання, 
який у просторі станів описується такими рів-
няннями. Рівняння стану має вигляд [10] 

 ( 1) ( ) ( ),x i x i v i    (7) 

де ( )x i  — стан у i-й момент часу; ( )v i  — шум 

стану в i-й момент часу з такими статистичними 
характеристиками: 

2** *[ ( )] , [( ( ) )( ( ) )] ( ),E v i q E v i q v k q i k        

де 2  — дисперсія шуму стану, ( )i k   — зна-

чення дельта-функції Дірака в (i  k)-й момент 
часу. 

Значення вибірки даних вимірюються за на-
явності адитивного шуму, рівняння вимірів має 
вигляд [10] 

 ( ) ( ) ( ),y i x i w i   (8) 

де ( )y i  — вимір у i-й момент часу, ( )w i  — шум 

вимірів у i-й момент часу з такими статистич-
ними характеристиками: 

2*[ ( )] 0, [ ( ) ( )] ( ) ( ),E w i E w i w k i k       

де 2*( )
 
— дисперсія шуму вимірів. Статистичні 

характеристики   та *  вважаються апріорно не-

відомими. 

Імітаційне моделювання виконується для 

моделі, яка описується рівняннями (7), (8), кіль-

кість точок для моделювання вибрано N 
 

50. 

Шум стану ( )v i
 
моделюється як випадкова ве-

личина з математичним сподіванням *q
 
та дис-

персією 2.  Шум виміру ( )w i
 
моделюється як ви-

падкова величина з нульовим математичним спо-

діванням та дисперсією 2*( ) .  

Результати імітаційного моделювання по-

казано на рисунку. Для оцінювання якості по-

будованих моделей у цілому обчислюються такі 

статистичні характеристики: коефіцієнт детермі-

нації 2R  за формулою (2), сума квадратів похи-

бок моделі SSE  за формулою (3), статистика 

Дарбіна—Уотсона DW  за формулою (4). 

Розраховані статистичні характеристики,    

отримані за методами експоненційного та двобіч-

ного експоненційного згладжування, наведено в 

табл. 1 (двобічне експоненційне згладжування по-
значено ДЕЗ, експоненційне згладжування — ЕЗ). 

Таблиця 1. Статистичні характеристики моделей 

Статистична 

характеристика 
ДЕЗ ЕЗ 

R 

2 0,997 0,993 

SSE 228,463 393,327 

DW 0,844 0,626 
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Значення y (i)
 
та ( )y i


 
при значеннях * 1q  , 2  8, 

( 2*) 16, (1) 1:x    —— — істинні значення ( )y i ; ··· — оцінки

( ),y i


 отримані за методом експоненційного згладжування; 

— — — — оцінки ( ),y i


 отримані за методом двобічного екс-

поненційного згладжування 



18 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2016 / 6 

 

З рисунка і табл. 1 випливає, що двобічне 

експоненційне згладжування дає змогу отрима-

ти ближчі до вимірів і менш варіабельні оцінки 

значень ряду ( )y i


 
та показує перевагу порівняно 

з експоненційним згладжуванням за всіма ста-

тистичними характеристиками.  

Застосування методу двобічного експонен-
ційного згладжування для відновлення пропуще-
них значень часових рядів. Відновлення пропу-
щених значень часових рядів є важливою зада-

чею, що виконується на етапі аналізу та оброб-

ки даних. Отримання достатньо точних віднов-

лених значень замість пропущених значень ряду 

дає можливість здійснювати коректно подальшу 

обробку ряду, наприклад прогнозування за ря-

дом. У роботі запропоновано два алгоритми для 

відновлення пропущених значень часового ряду 

з використанням методу двобічного експонен-

ційного згладжування. 

Алгоритм № 1. У випадку, коли перед про-

пуском знаходиться від 1 до 3 значень ряду, для 

визначення параметра згладжування на кожно-

му з етапів двобічного експоненційного згладжу-

вання за критерієм мінімізації значень, що опи-

суються рівняннями (4) та (5), запропоновано 

брати значення ряду, що знаходяться після про-

пущеного значення. Після цього зі значенням по-

чаткового наближення, рівним середньому ариф-

метичному серед усіх відомих значень та з ви-

користанням як відомого значення виміру остан-

нього значення перед пропущеним значенням за-

пропоновано застосовувати процедуру двобічного 

експоненційного згладжування, що описується 

рівняннями (1) та (6) відповідно. 

Алгоритм № 2. У випадку, коли перед про-

пуском знаходиться більше трьох значень ряду, 

для визначення параметра згладжування на кож-

ному з етапів двобічного експоненційного зглад-

жування за критерієм мінімізації значень, що 

описуються рівняннями (4) та (5), запропонова-

но брати значення ряду, що знаходяться перед 

пропущеним значенням. Потім зі значенням по-

чаткового наближення, рівним середньому ариф-

метичному серед усіх відомих значень, та з ви-

користанням як відомого значення виміру остан-

нього значення перед пропущеним значенням за-

пропоновано застосовувати процедуру двобічного 

експоненційного згладжування, що описується 

рівняннями (1) та (6) відповідно. 

Таким чином, метод двобічного експонен-

ційного згладжування може бути ефективно за-

стосованим для відновлення пропущених зна-

чень часових рядів за наявності різних почат-

кових умов. 

Відновлення пропущених значень цін на 
цинк 

На основі вибірки даних (43 значення) що-
до середньодобових цін Лондонської біржі ме-
талів на цинк в американських доларах за тонну 
з 01.06.2016 по 31.07.2016 у робочі дні [11] ви-
конується дослідження стосовно штучного ство-
рення пропусків та відновлення пропущених 
значень. 

Відновлення пропущених значень цін на 
цинк виконується за допомогою таких методів: 
розробленого методу двобічного експоненційно-
го згладжування, що описується формулами (1) 
та (6); заміни пропущених значень середніми 
арифметичними значеннями [1]; відновлення за 
допомогою методу експоненційного згладжу-
вання за формулою (1) з використанням як ві-
домого значення виміру останнього значення пе-
ред пропущеним значенням та зі значенням по-
чаткового наближення, рівним середньому ариф-
метичному [1] серед усіх відомих значень; за до-
помогою підходу, запропонованого в [12], при 
якому прогнозування та відновлення на s  кро-
ків уперед можна виконати за такою формулою: 
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де 0,a  1a  — коефіцієнти авторегресійної моделі 

першого порядку; ( )y k s
 — оцінка значення у 

(k  s)-й момент часу. 
Заміна пропущених значень середніми ариф-

метичними у випадку, коли є s  пропущених зна-
чень, виконується таким чином [1]: 

( ) ( 1)
( ) ,

2

y k y k s
y k i

   

 
де 1,..., .i s  

Розглянемо два випадки, що відповідають 
ситуаціям, описаним у алгоритмах № 1 і 2 для 
двобічного експоненційного згладжування, та ви-
конаємо відновлення пропущених значень для 
цих випадків з використанням описаних вище 
чотирьох методів відновлення. Для оцінювання 
якості побудованих моделей у цілому обчислю-
ються такі статистичні характеристики: коефі-

цієнт детермінації 2R  за формулою (2), сума квад-

ратів похибок моделі SSE  за формулою (3), ста-

тистика Дарбіна—Уотсона DW  за формулою (4). 

Випадок № 1. У вибірці даних щодо серед-
ньодобових цін на цинк зробимо штучний про-

пуск 5 значень із номерами 2, 3, 4, 5, 6N   та 

виконаємо відновлення за чотирма описаними 
вище методами. 
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У табл. 2 наведено статистичні характерис-

тики, що показують якість побудованих моде-
лей у цілому, розраховані за формулами (2)—(4) 

відповідно на проміжку 1,...,43.N   У цій таб-

лиці моделі позначено таким чином: заміна про-

пущених значень середніми арифметичними зна-
ченнями — СА; авторегресійний підхід, описа-

ний у роботі [12], — АРП; експоненційне зглад-

жування — ЕЗ; двобічне експоненційне зглад-

жування — ДЕЗ. 

Випадок № 2. У вибірці даних щодо серед-

ньодобових цін на цинк зробимо штучний 

пропуск 5 значень із номерами N  30, 31, 32, 

33, 34 та виконаємо відновлення за чотирма 

описаними вище методами. У табл. 3 наведено 

статистичні характеристики моделей аналогіч-

но до табл. 2. 

За значеннями статистичних характерис-

тик, наведених у табл. 2 і 3, можна зробити вис-

новок, що розроблений метод двобічного екс-

поненційного згладжування показує перевагу по-

рівняно з усіма іншими методами. Таким чином, 

продемонстровано ефективність застосування ме-

тоду двобічного експоненційного згладжування 

для відновлення пропущених значень часових 

рядів за умов різних вхідних ситуацій. 

Висновки 

Запропоновано метод двобічного експонен-

ційного згладжування для відновлення істинних  

закономірностей динамічних проце-

сів. Розроблений метод базується на 

тому, що уточнену інформацію про 

процес можна отримати в результа-

ті модифікації методу експоненцій-

ного згладжування додаванням дру-

гого етапу для додаткової фільтрації 

похибок у зворотному часі. Застосу-

вання до експоненційного середньо-

го операції експоненційного згладжу-

вання у зворотному часі дає можли-

вість визначити уточнені оцінки ми-

нулих значень часового ряду. 

Для розробленого методу ви-

конано імітаційне моделювання і по-

рівняння з методом експоненційного згладжу-

вання. Отримані результати показують, що дво-

бічне експоненційне згладжування забезпечує 

ближчі до вихідних даних та менш варіабельні 

оцінки значень ряду. Перевага двобічного експо-

ненційного згладжування порівняно з експонен-

ційним згладжуванням підтверджується за всіма 

статистичними характеристиками адекватності 

моделей, які показують якість побудованих мо-

делей у цілому. 

Метод двобічного експоненційного зглад-

жування застосовано для відновлення пропуще-

них значень середньодобових цін на цинк за 

даними Лондонської біржі металів. Виконано 

порівняння з методами відновлення значень за 

допомогою середніх арифметичних, авторегре-

сійного підходу, методу експоненційного зглад-

жування. Отримані значення статистичних харак-

теристик, які характеризують якість побудованих 

моделей у цілому, демонструють перевагу запро-

понованого методу двобічного експоненційного 

згладжування порівняно з іншими методами. 

У майбутніх дослідженнях доцільно роз-

ширити кількість методів відновлення динаміч-

них процесів, зокрема з використанням методів 

інтелектуального аналізу даних, а також ство-

рити спеціалізовану систему підтримки прийнят-

тя рішень для розв’язання задач розглянутого 

типу. Такий підхід дасть можливість автоматизу-

вати процеси попередньої обробки статистич-

них та експериментальних даних. 
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О.В. Братусь, В.М. Подладчіков, П.І. Бідюк 

МЕТОД ДВОБІЧНОГО ЕКСПОНЕНЦІЙНОГО ЗГЛАДЖУВАННЯ ДЛЯ ВІДНОВЛЕННЯ ДИНАМІЧНИХ ПРОЦЕСІВ 

Проблематика. Відновлення істинних закономірностей та пропущених значень часових рядів є важливим етапом підготов-
ки даних для подальшого моделювання і прогнозування, тому необхідно розробляти нові методи відновлення. 

Мета дослідження. Розробити метод двобічного експоненційного згладжування для відновлення закономірностей розвитку 
динамічних процесів. Застосувати розроблений метод для відновлення пропущених значень середньодобових цін Лондонської 
біржі металів на кольоровий метал (цинк) та порівняти з методами відновлення значень за допомогою середніх арифметичних, 
авторегресійного підходу і методу експоненційного згладжування. 

Методика реалізації. Для досягнення поставленої мети використано такі методи: розроблений метод двобічного експо-
ненційного згладжування; відновлення середніми арифметичними значеннями за відомими значеннями; авторегресійний підхід 
та експоненційне згладжування. 

Результати дослідження. Розроблено метод двобічного експоненційного згладжування, що містить у собі процедуру 
згладжування у прямому та зворотному часі. Запропонований метод використано для відновлення динамічних процесів та про-
пущених значень часового ряду. Виконано відновлення пропущених значень середньодобових цін на кольоровий метал (цинк) 
за допомогою розробленого методу та порівняння з іншими методами відновлення. 

Висновки. З використанням імітаційного моделювання показано, що метод двобічного експоненційного згладжування є 
ефективним для відновлення закономірностей процесу. Розроблений метод, при його застосуванні для відновлення пропуще-
них значень цін на цинк, показав перевагу порівняно з усіма використаними в роботі методами за значеннями статистичних ха-
рактеристик адекватності побудованих моделей, тому він може бути застосованим на практиці. 

Ключові слова: відновлення закономірностей розвитку динамічних процесів; відновлення пропущених значень часових 
рядів; двобічне експоненційне згладжування; експоненційне згладжування; середнє арифметичне; авторегресійний підхід. 
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Е.В. Братусь, В.Н. Подладчиков, П.И. Бидюк 

МЕТОД ДВУСТОРОННЕГО ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО СГЛАЖИВАНИЯ ДЛЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ 

ПРОЦЕССОВ 

Проблематика. Восстановление истинных закономерностей и пропущенных значений временных рядов является важ-
ным этапом подготовки данных для дальнейшего моделирования и прогнозирования, поэтому необходимо разрабатывать но-
вые методы восстановления. 

Цель исследования. Разработать метод двустороннего экспоненциального сглаживания для восстановления законо-
мерностей развития динамических процессов; применить разработанный метод для восстановления пропущенных значений 
среднедневных цен Лондонской биржи металлов на цветной металл (цинк) и сравнить с методами восстановления значений с 
помощью средних арифметических, авторегрессионного подхода и метода экспоненциального сглаживания.  

Методика реализации. Для достижения поставленной цели использованы такие методы: разработанный метод двусто-
роннего экспоненциального сглаживания; восстановление средними арифметическими значениями по известным значениям; 
авторегрессионный подход и экспоненциальное сглаживание. 

Результаты исследования. Разработан метод двустороннего экспоненциального сглаживания, который содержит в се-
бе процедуру сглаживания в прямом и обратном времени. Предложенный метод использован для восстановления динамических 
процессов и пропущенных значений временного ряда. Выполнены восстановление пропущенных значений среднедневных цен 
на цветной металл (цинк) с помощью разработанного метода и сравнение с другими методами восстановления.  

Выводы. Путем имитационного моделирования показано, что метод двустороннего экспоненциального сглаживания яв-
ляется эффективным для восстановления закономерностей процесса. Разработанный метод при его использовании для вос-
становления пропущенных значений цен на цинк показал преимущество в сравнении со всеми использованными в работе ме-
тодами по значениям статистических характеристик адекватности построенных моделей, поэтому он может быть применен на 
практике. 

Ключевые слова: восстановление закономерностей развития динамических процессов; восстановление пропущенных 
значений временных рядов; двустороннее экспоненциальное сглаживание; экспоненциальное сглаживание; среднее арифме-
тическое; авторегрессионный подход. 
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