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РОЗПОДІЛ ВЕКТОРА АНТИФЕРОМАГНЕТИЗМУ ДЛЯ ІЗОЛЬОВАНОЇ АНТИТОЧКИ 
ТА СИСТЕМИ ВІДДАЛЕНИХ АНТИТОЧОК У АНТИФЕРОМАГНЕТИКУ 

In the paper, an antiferromagnetism vector distribution in an antiferromagnetic film composed of an uniaxial 
or isotropic two-sublattice antiferromagnet with a set system of circular antidots is investigated. For such a 
system, the Landau-Lifshitz equation is written and its solution is obtained. An antiferromagnetism vector 
distribution is found for three isolated antidot cases (in isotropic antiferromagnet, in “easy plane” 
antiferromagnet, in “easy axis” antiferromagnet) with vortex-type boundary conditions on the antidot surface 
and three cases of remote antidotes system (in isotropic antiferromagnet, in “easy plane” antiferromagnet and 
in “easy axis” antiferromagnet) with vortex-type boundary conditions on the surface of one of the antidots. It 
is shown that the plane distribution of the antiferromagnetism vector on at least one cross-section of one of 
the antidots is possible only in the case of the antidots remoteness. 

Keywords: antiferromagnet, thin magnetic film, antidot, antiferromagnetic vector. 

Вступ 

Як відомо, останнім часом набувають попу-

лярності нанотехнології, що використовують маг-

нітні наносистеми. Магнітні властивості наносис-

тем інтенсивно досліджуються. Дослідники ви-

вчають як статичні, так і динамічні властивості 

тонких магнітних плівок [1], магнітних наносфер 

[2], багатошарових наноструктур [3] тощо. 

Серед магнітних наноструктур особливе міс-

це займають магнітні точки та їх системи, а також 

магнітні антиточки (отвори у тонких плівках) та їх 

системи. Системи феромагнітних [4, 5] та антифе-

ромагнітних [6, 7] точок інтенсивно досліджують-

ся останніми роками. Проте системи феромагніт-

них [8, 9], і особливо антиферомагнітних [10], ан-

титочок залишаються порівняно малодосліджени-

ми. Відомі дослідження антиферомагнітних анти-

точок присвячені переважно обмінному підмагні-

чуванню. Втім системи магнітних антиточок є 

перспективними з точки зору застосування у 
техніці — у пристроях зберігання інформації [11], 

у магнонних хвильоводах [12], як основа магніт-

них метаматеріалів [13], як двовимірні магнонні 

кристали [14] тощо. Через це магнітні властивості 

антиферомагнітних антиточок та їх систем є акту-

альною темою для дослідження. 

Постановка задачі 

Мета роботи — дослідити відокремлені ан-

титочки та системи антиточок у антиферомаг-

нітній плівці з двопідґраткового ізотропного 

або одновісного антиферомагнетику, а також 

отримати розподіл вектора антиферомагнетиз-

му в такій плівці для різних конфігурацій анти-

точок за різних граничних умов. 

Вихідні положення 

Розглянемо двопідґратковий антиферомаг-

нетик, густина магнітного моменту підґраток 

якого ( 1M  та 2M  відповідно) є всюди однако-

вою за модулем та протилежною за напрямком, 

так що 1 2,= −M M  та всюди постійною за моду-

лем, так що 1 2 0| | | | ,M= =M M  M0 = const. Відпо-

відно, загальний вектор намагніченості 0,=M  а 

вектор антиферомагнетизму є постійним за мо-

дулем 0| | const.L= =L  Константи анізотропії 

антиферомагнетику позначимо 1β  і 2,β  неодно-

рідні обмінні константи — 1α  і 2α  ( 1 0α > ), 

константу енергії однорідного обміну — .A  

Нехай у плівці товщини d  з описаного 

вище антиферомагнетику задано систему ан-

титочок з радіусами iR  та площинними ра-

діус-векторами осей 0{ }ir  (див. рисунок, вісь 

Oz  спрямована нормально до плівки). За-

вдання полягає у знаходженні розподілу век-

тора антиферомагнетизму в такій плівці за 

різних конфігурацій антиточок і за різних 

граничних умов. 
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Розв’язок рівняння Ландау—Ліфшиця. Загаль-
ний вигляд розподілу вектора антиферомаг-
нетизму 

Розглянемо антиферомагнітну плівку, опи-

сану вище. Застосуємо сферичні координати 

( , , ).r θ ϕ  Позначимо азимутальний і полярний ку-

ти вектора L  як Lϕ  і Lθ  відповідно, так що 

0( sin cos sin sin cos ),x L L y L L z LL= θ ϕ + θ ϕ + θL e e e

де ,xe  ,ye  ze  — орти осей ,Ox  Oy  і Oz  від-

повідно. Тоді статичний розподіл вектора L  у 
плівці можна описати рівнянням Ландау—Ліф-

шиця в такій формі [15, 16]: 

2 2

2 2 2 2
0 0

div(sin ) 0,

(( ) )sin cos 0,

L L

L L L L

c

c gH c

 θ ∇ϕ =


Δθ + − Δϕ − ω θ θ =
 
(1)

 

де 0H  — зовнішнє магнітне поле; 0 04 M
c

μ
= ×


 

1 ;A× α  0 0
0 1

4
.

M
A

μ
ω = β


 За відсутності зов-

нішнього поля ( 0 0=H ) рівняння (1) після ді-

лення на величину 2
0ω  стає аналогічним до 

статичного рівняння для вектора намагніченос-

ті в одновісному феромагнетику з обмінною 

константою 1α  та константою анізотропії 1.β  

Це дає можливість використати розв’язки цьо-

го рівняння, наведені у [16], для випадку, який 

ми розглядаємо. Використаємо наступний роз-
в’язок рівняння Ландау—Ліфшиця (1):  
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за 1 0,β ≠  0 1l =  за 1 0;β =  1C  — константа, яка 

для цього розв’язку перебуває в інтервалі 
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10 1k< ≤  — модуль еліптичної функції Якобі. 

Функції ,P  Q  для системи антиточок, описа-

ній у постановці задачі, можуть бути записані, 

наприклад, у вигляді 

 

0
1 2

0 0

1 3
0

| |
( ) ln ,

( ) ,

i
i

i

i i
i

z
P n C

l l

z
Q n C

l

  −±= Θ β + +  
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± = Θ −β + α +


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r r

  

тут r  — радіус-вектор точки у площині; 

0 0 0( , )i i ix y=r  — площинні радіус-вектори цент-

рів антиточок; ni — довільні цілі числа; 2,C  3C  — 

константи; iα  — азимутальний кут відносно 

точки 0 ,ir  так що 0

0

arctg ,i
i

i

y y

x x

 −
α =  − 

 функція 

0, 0,
( )

1, 0.

ξ ≤
Θ ξ =  ξ >

 

Розглянемо різні конфігурації антиточок 

та граничних умов для вектора антиферомагне-

тизму. 

Випадок 1. Відокремлена антиточка. Нехай 
функції P  та Q  вибрані таким чином: 

 

1 2
0 0

1 3
0

( ) ln ,

( ) .

z r
P C

l l

z
Q n C

l

  
= Θ β + +  

  
 = Θ −β + ϕ +

  

Такий вигляд функцій ,P  Q  відповідає, 

наприклад, ізольованій антиточці, вісь якої 

проходить через початок координат.  

Випадок 1.1. Відокремлена антиточка в 
ізотропному антиферомагнетику. Розглянемо 
випадок 1 0,β =  так що 1 1( ) ( ) 0.Θ β = Θ −β =  

Такий вибір 1β  відповідає антиточці в ізо-

тропному антиферомагнетику. Виберемо на-

ступні граничні умови: / 2,L r R=θ = π  L r R=ϕ =  

/ 2,= ϕ ± π + π  де R  — радіус антиточки (додат-

ний вихровий розподіл вектора антиферомаг-
нетизму в площині xy  на границі антиточки). 

Підставляючи граничні умови у розв’язок (2), 

отримуємо 

 1 2 1
0
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2

dn | | ln ,
,

,
2

L

L

b

r
c C C k

l

 θ  =         +          
π ϕ = ϕ + ± π

 (3) 

причому константа 1C  визначається з умови  
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2
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1

1
arcsin , 4 ( ) ,

b
F k K k N

k

 − = +
 
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 (4) 

де N  — ціле число; ( , )F kξ  — неповний еліп-

тичний інтеграл першого роду: 

 
2 2

0

( , ) .
1 sin

d
F k

k

ξ ρξ =
− ρ

   

Такий розподіл є аналогічним до отрима-

ного у [16] розподілу вектора намагніченості 

у кільцевому циліндричному феромагнетику. 

Проте для повного розв’язку задачі потрібно 

знайти також константу 2,C  наклавши ще одну 

граничну умову. В [16] для цього було викори-

стано граничну умову на зовнішній поверхні 

феромагнетику. В нашій задачі (антиточка у 

безмежній антиферомагнітній плівці) через пе-

ріодичність еліптичних функцій ми не можемо 

вчинити аналогічним чином, наклавши граничну 

умову на безмежності. Проте можемо розглядати 

антиферомагнітну плівку як кільце з великим ра-

діусом eR  (так що ,eR R>>  ,eR d>>  ,e exR l>>  

де exl  — обмінна довжина) і, наклавши умову 

/ 2,
e

L r R=θ = π  записати 
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  
+ =     

 − = +
 
 

 

(5)

 

де eN  — ціле число (умова L r R=ϕ = ϕ ±  

/ 2± π + π  для кута Lϕ  на зовнішній границі є 

надлишковою). Система співвідношень (3), (4), 

(5) задає шуканий розподіл. 

Випадок 1.2. Відокремлена антиточка у 
легкоплощинному антиферомагнетику. Нехай 

1 0,β <  так що 1( ) 0,Θ β =  1( ) 1Θ −β =  (антиточка 

у плівці з легкоплощинного антиферомагнетику). 

Виберемо граничні умови, аналогічні до поперед-

нього випадку: / 2,L r R=θ = π  / 2,
e

L r R=θ = π  R  — 

радіус антиточки, eR R>>  — зовнішній радіус 

кільця плівки. Ми отримаємо аналогічну сис-

тему рівнянь для функції :Lθ  
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    + =      
  −  = +  

 
    + =      
  −  = +

 
 



 (6)

 

Для функції Lϕ  через наявність залежності 

від координати Oz  ми не можемо вибрати гра-

ничні умови у вигляді двовимірного вихрового 

розподілу на всій антиточці, проте, можемо зада-

ти такий розподіл, наприклад, на деякому її по-

перечному зрізі. Виберемо нуль осі Oz  у площи-

ні зрізу, тоді гранична умова для Lϕ  запишеться 

таким чином: / 2,Lϕ = ϕ ± π + π  z = 0. З такої 
граничної умови отримуємо  

 
0

.
2

L
z
l

πϕ = + ϕ + ± π  (7) 

Співвідношення (6), (7) задають шуканий 

розподіл вектора антиферомагнетизму в цьому 

випадку. 

Випадок 1.3. Відокремлена антиточка у лег-
ковісному антиферомагнетику. Нехай 1 0,β >  

так що 1( ) 1,Θ β =  1( ) 0Θ −β =  (антиточка у плів-

ці з легковісного антиферомагнетику). Оскіль-

ки функція Lϕ  у цьому випадку не залежить 

від ,z  можемо вибрати граничні умови для 

Lϕ  аналогічно до першого випадку: L r R=ϕ =  

/ 2.= ϕ ± π + π  Звідси отримаємо аналогічний 

розподіл для :Lϕ  

 .
2

L
πϕ = ϕ + ± π  (8) 

Зважаючи на те, що функція Lθ  в цьому 

випадку залежить від ,z  ми не можемо задати 

плоский розподіл ( / 2Lθ = π ) на всій антиточ-

ці, але можемо його задати, наприклад, на 

поперечному зрізі, який аналогічно до попе-

реднього випадку виберемо за нуль осі :Oz  



116 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2014 / 4 

 

, 0
/ 2.L r R z= =θ = π  При накладанні такої гранич-

ної умови отримаємо рівняння для знаходжен-

ня 1C  та ,l  аналогічні до (4), (5): 

2

1 1 1
1

2

1 1 1
1

1
| | ln arcsin , 4 ( ) ,

1
| | ln arcsin , 4 ( ) ,e

e

R b
c C F k K k N

l k

R b
c C F k K k N

l k

 −   = +      

 −   = +      

(9) 

а функція Lθ  запишеться у вигляді 
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θ  =       +       

 (10) 

Співвідношення (8), (9) і (10) визначають 

шуканий розподіл вектора антиферомагнетизму 

у цьому випадку. 

Випадок 2. Система антиточок. Виберемо 
функції P  та Q  таким чином: 
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
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 (11) 

Такий розподіл відповідає, наприклад, системі 

антиточок з центрами 0{ }.ir  

Випадок 2.1. Система антиточок в ізотроп-
ному антиферомагнетику. Розглянемо випадок 

1 0,β =  так що 1 1( ) ( ) 0.Θ β = Θ −β =  Такий вибір 

1β  відповідає системі антиточок у плівці з ізо-

тропного антиферомагнетику. Запишемо гра-

ничні умови для функцій ,Lθ  ,Lϕ  вважаючи, 

що вектор антиферомагнетизму на границі де-

якої точки (з номером 0i ) має форму додатно-

го плоского вихору (площина ),xy  що не зале-

жить від .z  Ми отримуємо 
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Через наявність двох констант — 1C  та 2C  — 

у функції Lθ  ми маємо накласти ще одну гра-

ничну умову на .Lθ  Наприклад, умову плоско-

го розподілу вектора антиферомагнетизму на 

іншій антиточці 1:i  
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Підставляючи ці граничні умови в (11) та 

у розв’язок (2), отримуємо 
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(12) 

Через наявність у (12) змінних величин 

0
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− r r  

1

0 0ln(| | / )i i
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n l
≠

− r r  за-

дача з розподілом вигляду (11) не може бути 

розв’язана у загальному випадку. Проте, якщо 

антиточки є віддаленими одна від іншої та від 

границі (так що 
0 00 0| |i i iR− >>r r  для кожного 

0,i i≠  
1 10 0| |i i iR− >>r r  для кожного 1i i≠ ), ці 

величини стають наближено постійними і ми 

можемо переписати (12) у вигляді 
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(13) 

Гранична умова для Lϕ  запишеться так: 
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звідси 
0

0

3 ( ) / 2,i i i
i i

C n
≠

= α ± π + π r  
0

1,in =  за ана-

логічної умови віддаленості антиточок, яка для 
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кута Lϕ  записується у вигляді числового кри-

терію 

0

0( , ) / 2
i i

i i
≠

Δα << π  (тут 0( , )i iΔα  — мак-

симальна різниця між кутами iα  осі антиточки 

0i  та довільної точки поверхні антиточки 0i ). 

Отже, шуканий розподіл запишеться наступ-

ним чином: 
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причому 
0

1,in =  а для визначення констант 

1,C  2C  використовуються умови (13). 

Випадок 2.2. Система антиточок у легко-
площинному антиферомагнетику. Нехай 1 0,β <  

так що 1( ) 0,Θ β =  1( ) 1Θ −β =  (система антито-

чок у антиферомагнітній плівці з анізотропією 

типу “легка площина”). 

Накладемо граничні умови на ,Lθ  аналогічні 

до попереднього випадку: 
0 00(| | ) / 2,L i iRθ − = = πr r  

1 10(| | ) / 2.L i iRθ − = = πr r  Граничні умови для 

Lϕ  запишемо, вважаючи, що розподіл вектора 

L  має конфігурацію додатного плоского вихору 

на антиточці 0i  (у цьому випадку — тільки на де-

якому поперечному зрізі антиточки 0i  через на-

явність залежності Lϕ  від ;z  аналогічно до випад-

ку 1.2 ми вибираємо нуль осі Oz  в цій площині): 

0 0 00(| | , 0) / 2.L i i iR zϕ − = = = α ± π + πr r  Підста-

вляючи такі граничні умови у (16) і (2), отримує-

мо розподіл вектора антиферомагнетизму, анало-

гічний до попереднього випадку (з тією різницею, 

що у функції Lϕ  присутня залежність від z ): 
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причому 
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1.in =  Четвертим співвідношенням, 

яке дає змогу задати розподіл повністю, є  
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яке отримується з граничної умови на анти-

точці 1.i  

Випадок 2.3. Система антиточок у легковіс-
ному антиферомагнетику. Нехай 1 0,β >  так що 

1( ) 1,Θ β =  1( ) 0Θ −β =  (система антиточок у ан-

тиферомагнітній плівці з анізотропією типу 

“легка вісь”). Для знаходження розподілу вектора 

антиферомагнетизму накладемо граничні умови, 

аналогічні до попереднього випадку (вектор L  

має конфігурацію плоского вихору на деякому 

поперечному зрізі антиточки 0,i  в цьому ви-

падку через наявність залежності Lθ  від z ): 

0 0 00(| | ) / 2L i i iRϕ − = = α ± π + πr r  для Lϕ  та 

0 00(| | , 0) / 2,L i iR zθ − = = = πr r  
1 10(| | ,L i iRθ − =r r  

0) / 2z = = π  для .Lθ  Ми отримуємо наступ-

ний розподіл вектора антиферомагнетизму: 
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причому 
0

1,in =  а четверта умова, яка дає мож-

ливість визначити константи 1C  та 2,C  має та-

кий вигляд: 
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Ці співвідношення і визначають шуканий 

розподіл. 

Висновки 

Таким чином, у роботі записано розв’язок 
рівняння Ландау—Ліфшиця для системи антито-

чок у плівці з одновісного або анізотропного 

антиферомагнетику. Користуючись цим розв’яз-

ком, визначено конфігурацію вектора антифе-

ромагнетизму для наступних систем антиточок: 

• відокремлена антиточка в ізотропному, 
легкоплощинному та легковісному антиферомаг-

нетику; 

• система віддалених антиточок в ізотроп-
ному, легкоплощинному та легковісному анти-

феромагнетику. 

Показано, що для системи антиточок плос-

кий розподіл вектора антиферомагнетизму на 

принаймні одному поперечному перерізі однієї 

з антиточок можливий лише за віддаленості 

антиточок, так що відстань між ними набагато 

перевищує їхні розміри. 

Користуючись наведеною у статті схемою, 

можна обрахувати розподіл вектора антиферо-

магнетизму також для інших конфігурацій ан-

титочок у антиферомагнітній плівці з антифе-

ромагнетику різних типів. Тобто можливі анало-

гічні обчислення для систем антиточок (зокрема 

періодичних) або для ізольованої антиточки з 

іншими граничними умовами, для пар антито-
чок тощо. Наведений розподіл вектора антифе-
ромагнтизму можна використовувати також для 

більш складних конфігурацій антиточок. 
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