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АМПЛІТУДНО-ЧАСТОТНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМИ “ТЕПЛООБМІННИК ТИПУ 
“ЗМІШУВАННЯ—ЗМІШУВАННЯ” + ТЕПЛОПЕРЕДАЧА” 

Проблематика. Математичне моделювання неперервних технологічних процесів у нестаціонарних умовах, 
спричинених діями різноманітних дестабілізуючих факторів, — актуальна проблема. При цьому аналітичні 

розв’язки мають суттєві переваги над числовими, оскільки дають змогу з’ясувати природу причинно-
наслідкових зв’язків у аналізованих властивостях об’єкта моделювання і — як практичний результат — дати 

фізично обґрунтовані рекомендації щодо підвищення ефективності його функціонування. Для теплообмін-
них процесів причиною нестаціонарності, зокрема, є можливі коливання температур теплоносіїв (ТН) на 
входах проточного теплообмінного апарата (ТА). Це призводить, як правило, до зниження ефективності ро-
боти ТА. Тому розрахунок його амплітудно-частотних характеристик (АЧХ) має вагоме значення. 
Мета дослідження. З’ясування особливостей поведінки ідеального ТА типу “змішування—змішування” у ста-

ціонарному режимі та при гармонічних коливаннях температур ТН на входах апарата; розрахунок його АЧХ. 
Методика реалізації. Використано відому математичну модель у вигляді системи лінійних диференційних 
рівнянь, зведених до безрозмірної форми, для розрахунку впливу гармонічних коливань температур ТН на 
стаціонарність режиму роботи системи “ТА + теплопередача”. 
Результати дослідження. Показано, що ефективність стаціонарного режиму роботи ідеального ТА типу 

“змішування—змішування” можна оцінювати за показником ефективності 0 1 2 1 2( )/(1 ) 1T A A A A      , 

де 0 0/( )i i iA kF v c  — числа перенесення (k — коефіцієнт теплопередачі через поверхню площею F ; 0 0,i iv c  — 

об’ємні швидкості потоків ТН та їх теплоємності). При 01 1TiA     , при 01 1TiA      (процес 

теплопередачі значно інтенсивніший порівняно з процесом виведення тепла потоками з ТА). Розраховано 

АЧХ ( )( )T i   системи, де ( ) E /ET i i   — симплекс амплітуд коливань температур на входах та виходах; 

02    — комплекс частоти ( — циклічна частота, 02 — середній час перебування холодного ТН у ТА).  

Висновки. При синфазному коливанні температур на входах ТА АЧХ не залежать від Ai, тобто вони рівні 
АЧХ теплообмінника як 2-х проточних апаратів ідеального змішування. У випадку антифазних коливань темпе-
ратур значення ( )( )T i   рівні при формальній перестановці значень iA : 2 1 2 1 1 2( , ) ( ,T TA A A A     

2 1)A A , що є відображенням теплової “рівноправності” ТН. При 1 2 01 01 02 02,A A v c v c    

1 2( ) ( )T T     ; при 1 2 1 2, ( ) ( );T TA A       при 1 2 1 2, ( ) ( ).T TA A       У випадку 1iA    

( )( ) 1T i     (інтенсивна теплопередача зменшує амплітуди коливань температур на виходах ТА). За 

відносно високих частот стаціонарність режиму практично не порушується за будь-яких значень iA : 

02 ( )10 1T i        . Отже, для забезпечення практично стаціонарного режиму роботи ТА необхідно 

позбутись низьких 02( 10)    гармонік можливих коливань температур на входах.  

Ключові слова: математичне моделювання; теплообмінний апарат типу “змішування—змішування”; показник 

ефективності роботи; гармонічне коливання температури; амплітудно-частотна характеристика.  
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Вступ  

Математичне моделювання неперервних 

теплообмінних процесів у нестаціонарних умо-

вах унаслідок дії різних дестабілізуючих факто-
рів — актуальна проблема. При цьому аналітич-

ні розв’язки мають безперечні плюси над чис-

ловими, оскільки дають змогу з’ясувати приро-

ду причинно-наслідкових зв’язків у досліджу-
ваних властивостях об’єкта моделювання і — як 

практичний результат — дати фізично аргумен-

товані рекомендації щодо підвищення ефектив-
ності його функціонування [1—12].  

Для теплообмінних процесів у системах “рі-

дина (газ) + рідина (газ)” основними причина-

ми нестаціонарності є коливання, зокрема ви-

падкові, швидкості потоків теплоносіїв (ТН), їх 

температур на входах теплообмінного апарата 

(ТА), утворення накипу на стінках тощо. Це 

може, відповідно, знизити продуктивність апа-

рата по цільовому ТН, призвести до небажаної 

зміни його температури на виході ТА, зниження 
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ефективності роботи. Тому врахування впливу 

таких дестабілізуючих факторів на стаціонар-
ність режиму роботи ТА — актуальна задача.  

Математичною основою для розрахунку ТА 

неперервної дії слугують три ідеальні моделі за-

лежно від типу режимів в об’ємах ТА: “змішу-
вання—змішування”, “змішування—витиснення”, 

“витиснення—витиснення” [2]. Незважаючи на 

істотні спрощення, вони дають можливість роз-

крити основні закономірності перебігу процесу.  
Ця робота є продовженням [13—16], де до-

сліджено стаціонарні процеси в ТА типу “труба 
в трубі” (режим “витиснення—витиснення”), 

розраховано показники ефективності роботи 
ТА для випадків прямо- та протитечії ТН [13—

15]. У роботі [16] уведено показник ефективності 
ТА типу “змішування—змішування”, трактовано-

го як перетворювач сигналу температури.  

Постановка задачі  

Мета роботи — з’ясування особливостей 

поведінки ідеального ТА типу “змішування—

змішування” у стаціонарному режимі та при 

гармонічному коливанні температури ТН на 

входах апарата; розрахунок його амплітудно-

частотних характеристик.  

Математична модель теплообмінного апара-
та у режимі “змішування—змішування”  

Апарат працює як чотириполюсник (2 апа-

рати ідеального змішування з однаковою тем-

пературою та густиною в об’ємі кожного ТН) 

при неперервній подачі та виведенні ТН із зо-

ни теплообміну. Теплова взаємодія між ТН в 

апаратах відбувається через тверду стінку пло-

щею F , яка їх розділяє (рис. 1). При цільовому 

нагріванні холодного ТН звичайно утворюють 
цикл гарячого ТН, при охолодженні гарячого — 

цикл холодного.  
Модель — система звичайних лінійних ди-

ференціальних рівнянь, що відображає енерге-

тичний баланс у ТА [2]:  
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де вх
iT  — температури на входах, K; вих

i iT T  — 

відповідні температури ТН на виходах, рівні тем-

пературам в об’ємах ТА (режим ідеального змі-

шування), K; iV  — об’єми ТН в апараті, 3м ; 

iv  — об’ємні швидкості потоків, 3м /c ; ic  — 

питомі об’ємні теплоємності ТН, 3Дж/(м К) ; 

i i iv c W  — водяні еквіваленти, Вт/К; FK   

kF — коефіцієнт теплопередачі k, віднесений 

до всієї площі F  поверхні теплообміну, Вт/К;  

 — час, с.  

Індекси тут і нижче позначають: 1, 2i   — 

гарячий та холодний ТН відповідно; 0 — стаціо-

нарне (номінальне) значення: / 0idT d  .   — 

символ різниці величин. Пряма риска вгорі — 

відносне значення.  

Рис. 1. Структурна схема для розрахунку впливу дестабілі-
зуючого фактора зміни температури на режим ро-
боти ідеального теплообмінного апарата типу “змі-
шування—змішування” 

Видно, що розв’язок системи рівнянь (1) 

залежить від значень температур вх
iT  на входах 

і параметрів iv , ic , FK , iV , кожен із яких 

може бути змінною величиною, тобто дестабі-

лізуючим фактором.  

Дослідимо вплив зміни температур, зок-

рема гармонічної, на входах на стаціонарність 

режиму роботи ТА за всіх інших сталих пара-

метрів.  

Помноживши обидва рівняння на 
вх

02 02 02/( )T  , отримаємо в безрозмірних вели-

чинах модель із 3-ма параметрами: 
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де вх вх вх
02/i iT T  , вих вх

02/i i iT T     — темпе-

ратури на входах та виходах апарата в одини-

цях номінальної температури холодного ТН             

на вході; 0 /i i F iA A K W   1 1 2 2( )A W A W   — 

безрозмірне число перенесення, яке рівне за 

фізичним змістом співвідношенню величин 

(Вт/К) теплової потужності, віднесеної до різ-

ниці температур в один градус, за рахунок теп-

лопередачі та відповідної теплової потужності 

потоку (при 1iA   “переважатиме” теплопе-

редача, при 1iA   — тепло потоку); 0 i   

0 02 0 0 02 02/ ( / )/( / )i i iV v V v     — середній час 

перебування i-го ТН в одиницях часу перебу-

вання холодного ТН у зоні теплообміну, отже, 

02 1  ; 02/     — безрозмірний час.  

Стаціонарний режим теплообмінного апара-
та. Оцінка ефективності роботи  

Для стаціонарного режиму / 0id d    і 

система (2) стає алгебричною:  

 

вх
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2 02 2 01
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(1 ) 1,

A A
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 (3) 

де вх вх
01 021, 1    .  

Розв’язок (3) має вигляд  
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 (4) 

тобто величини температур 0 i  на виходах ТА 

є лінійними функціями вх
01 .  

Звідси вх
0 01( 1) 1i    , що очевидно: тепло-

обмін відсутній унаслідок рівності температур 

ТН. При 0 0iA kF   , вх
01 01   , 02   

вх
02 1   , тобто температури ТН не змінюють-

ся також унаслідок відсутності теплообміну 

(ідеальна теплова ізоляція поверхні )F .  

Перевіримо справедливість одержаних фор-

мул (4) для теоретично крайніх випадків за            

наявності теплопередачі ( 0)kF  , зокрема,  
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 (5) 

Видно, що в перших двох випадках не-

скінченної швидкості потоку гарячого або хо-

лодного ТН їх відповідні температури не змі-

нюються. Перший випадок відповідає теоретич-

но ідеальній умові нагрівання холодного ТН, 
другий — охолодженню гарячого ТН, але за ра-

хунок величезних енергетичних затрат на пе-

реміщення відповідно гарячого чи холодного 

ТН. В останніх випадках (5) за відсутності руху 

одного з ТН його температура на виході вирів-

нюється до температури ТН, який рухається. 

Все це повністю узгоджується з фізичною суттю 

усталеного процесу теплопередачі в такому ТА.  

Покажемо, що систему “ТА + теплопере-

дача” (подібно до системи “хімічний реактор + 

+ реакція” [17]) можна трактувати як перетво-

рювач сигналу температури [16]. Для цього                

розрахуємо коефіцієнт перетворення як спів-

відношення 0T  різниці температур між ТН на 

виході та відповідної різниці температур на 

вході. Із (4)  
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звідки 00 1F TK      — відсутність теплооб-

міну (ідеальна теплоізоляція поверхні), тобто 

втрата функціонального призначення ТА, отже, 

значення 0 1T   у звичайному розумінні нело-

гічне. Подібним чином 0 0 1i Tv      . Із 

протилежної сторони FK    або 0 0iv    

0 0T    — ідеальні умови теплопередачі або 

негативна відсутність руху i-го ТН (нульова 

продуктивність по ньому), тобто значення 

0 0T   у цьому випадку також достатньо ало-

гічне.  

Тому введемо, використавши (6), більш 

зручний показник ефективності 0T  роботи 
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де нерівності в (7) відповідають крайнім випад-

кам реального процесу теплообміну.  

Гармонічні збурення температур на входах 
теплообмінного апарата. Розрахунок амплі-
тудно-частотних характеристик  

Нехай ТА працює у стаціонарному режимі 

і з моменту часу 0   температури на входах 

почнуть змінюватися, зокрема за гармонічним 

законом. Тоді задача Коші має вигляд  

 

вх1
01 1 1 1 2 1

вх2
2 2 2 1 2

1 01 2 02 01

(1 ) ( ),

(1 ) ( ),

0, 1, ,

d
A A

d

d
A A

d

          
         



           

  

де початкова умова відповідає стаціонарному 

режимові.  

При переході до абсолютних відхилень i  

температур від номіналів з урахуванням (3)  

 

вх1
01 1 1 1 2 1

вх2
2 2 2 1 2

(1 ) ( ),

(1 ) ( ),

0, 0,i

d
A A

d

d
A A

d

          
 

        

    


 (8) 

де вх вх вх
0i i i     , 0i i i      [відповідні 

відносні відхилення миттєвих значень темпера-

тур від номіналів вх вх вх вх вх
0 0/ ( / ) 1i i i i i        , 

0( / ) 1i i i     ].  

Обмежимось спрощеним випадком рівнос-

ті 01 02 1     середніх часів перебування ТН і 

рівності вх вх вх
max 1 2i        амплітуд гар-

монічних коливань температури. Тоді (8) набу-

де вигляду  

 

1
1 1 1 2

2
2 2 2 1

(1 ) sin ,

(1 ) sin ,

0, 0,i

d
A A

d

d
A A

d

         
         



    

 (9) 

де 02    — безрозмірна циклічна частота; 

знак “+” відповідає синфазному режиму, а 
знак “—” — протифазному.  

У випадку гармонічного збурення темпе-

ратури на входах ТА розв’язки (9) теж гармоніч-
ні [17] (усталений режим:    ):  

 
1 1 2

2 3 4

cos sin ,

cos sin ,

Y Y

Y Y

    

    
 (10) 

де амплітуди jY  складових визначаються із си-

стеми лінійних рівнянь, отриманих підстанов-

кою (10) у (9):  

 

1 1 2 1 4

1 1 2 1 3

2 2 3 2 4

2 1 2 3 4

(1 ) ,

(1 ) 0,

(1 ) ,

(1 ) 0.

Y A Y A Y

A Y Y A Y

A Y Y A Y

A Y A Y Y

     


    

      

     

 (11) 

Із (11) головний визначник рівний (внизу 

для порівняння наведений головний визначник 

для системи “проточний реактор ідеального 

змішування (ПРІЗ) + реакція 1 2   ” [17])  

 

 

1 1

1 1

2 2

2 2

2 2 2
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2 2
1 2

1 0

1 0

0 1

0 1

(1 )( ), 1 ТА ,

1 0

1 0

0 1

0 1

(1 )( ), 1 ПРІЗ ,

A A

A A

A A

A A

S S A A

a a

a a

a a

a a

S S a a

  

  
  

  

  

       

  

  
  

  

  

       

 (12) 

де 1 21S A A    — деяке сумарне число перене-

сення. За відсутності теплообміну 0i FA K     

ТА0 1S    — число перенесення ТА як апа-

рата.  

Як видно з (12), для системи “проточний 

ТА ідеального змішування + теплопередача” 

головний визначник за формою та значенням 

ідентичний визначнику системи “ПРІЗ + реак-

ція 1 2   ”:  1 2 ПРІЗ1 1S a a S     ( ia   

0 0 0 0/ /i i i i i ia w c n w c     — статичні чутли-

вості швидкостей 0 iw  реакцій порядків in  до 

квазістаціонарних змін концентрацій 0 ic  [17]). 

Отже, в цьому аспекті теплопередачу можна 

розглядати як деяку “теплову реакцію”.  
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Синфазні коливання температур на входах 
теплообмінного апарата  

Допоміжні визначники дорівнюють  

 

2 2
1 3

2 2
2 4

E ( ),

E( ).

S

S

       

     
 (13) 

Із (12), (13) за правилом Крамера jY   

/j    і відповідні амплітуди на виході 1E   

2 2 2 2
1 2 3 4 2EY Y Y Y     , а для зсувів фаз 

1 2 3 41 2
tg / / tg         . Тоді амплітудно-

частотні (АЧХ) та фазочастотні (ФЧХ) характе-

ристики системи мають вигляди, що збігаються 

з характеристиками ПРІЗ як апарата [17]:  

 
( )

2

E 1
( ),

E 1

arctg ( ),

i
T i i

ii

f A

f A

   
 

   

 (14) 

де ( ) E /ET i i   — симплекс амплітуд коливань 

температури на виході та вході ТА (системний 

коефіцієнт перетворення).  

Видно, що у випадку синфазних коливань 
температури ТА типу “змішування—змішуван-

ня” поводить себе як проточний апарат ідеаль-

ного змішування: теплопередача не впливає на 

його частотні характеристики.  

При цьому, як слідує з (14), “низькочастот-

ні” ( 1)   коливання температури на входах 

передаються без змін на виходи ТА, а “високо-

частотні” ( 1)   коливання стаціонарності 

режиму практично не порушують:  

 
02 1 1, | | 1,

1 1/ 1, /2.

i i

i i

          

          
  

Отже, за відносно високих частот коли-

вання на виходах відстають за фазою від коли-

вань на вході на 90  . 

Протифазні коливання температур на входах 
теплообмінного апарата  

У цьому випадку допоміжні визначники 

дорівнюють  

 

2 2 2
1 2 1

2 2 2
2 1 2 1

2 2 2
3 1 2

2 2 2
4 2 1 2

/E [1 (1 ) (1 ) ],

/E (1 2 ) (1 ) ,

/E [1 (1 ) (1 ) ],

/E (1 2 ) (1 ) ,

A A

A A A

A A

A A A

        

      

        

       

 (15) 

звідки і з (12) визначаються АЧХ ( 1( )T    

2 2
1 2 /     , 2 2

2 3 4( ) /T       ) і ФЧХ 

1 1 2 2 3 4(tg / , tg / )         системи.  

На рис. 2 зображені АЧХ для різних зна-

чень iA  (детальні розрахункові формули не 

наведені, оскільки вони мають достатньо гро-

міздкий вигляд).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

а б 

Рис. 2. Амплітудно-частотні характеристики 
( )

( )T i   системи “ідеальний теплообмінний апарат типу “змішування—

змішування” 
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Як видно з рис. 2, значення ( )( )T i   рівні 

при перестановці значень iA : 2 1 2( , )T A A   

1 1 2 2 1( , )T A A A A    , що є відображенням 

теплової “рівноправності” ТН. Зокрема, при 

1 2 01 01 02 02A A v c v c   , 1 2( ) ( )T T     . 

При 1 2A A , 1 2( ) ( )T T     , при 1 2A A , 

1 2( ) ( )T T     .  

Для достатньо великих значень чисел пе-

ренесення ( )1 1i T iA      і їх значення 

фактично не залежать від частоти. Це можна 
пояснити значним превалюванням теплопере-

дачі над теплотою потоків 0 0( )i ikF v c , що 

нівелює коливання температур ТН на входах 

ТА.  
За порівняно високих частот стаціонарність 

режиму практично не порушується за будь-яких 

значень iA : 02 ( )10 1T i        .  

Висновки  

Показано, що ефективність стаціонарного 

режиму роботи ідеального ТА типу “змішуван-
ня—змішування” можна оцінювати за показни-

ком ефективності 0 1 2 1 2( )/(1 ) 1T A A A A      , 

де 0 0/( )i i iA kF v c  — числа перенесення.         

При 01 1i TA     ; при 01 1i TA      

(процес теплопередачі значно інтенсивніший 

порівняно з процесом виведення тепла пото-

ками із ТА).  

Розраховано АЧХ ( )( )T i   системи “ТА + 

+ теплопередача”. При синфазному коливанні 

температур на входах ТА АЧХ не залежать від 

iA , тобто вони рівні АЧХ теплообмінника як 

2-х проточних апаратів ідеального змішування. 

У випадку антифазних коливань температур зна-

чення ( )( )T i   рівні при формальній переста-

новці значень iA : 2 1 2 1 1 2( , ) ( ,T TA A A A     

2 1)A A , що є відображенням теплової “рівно-

правності” ТН. Зокрема, при 1 2 01 01A A v c     

02 02v c , 1 2( ) ( )T T     ; при 1 2A A , 1( )T    

2( )T   ; при 1 2A A , 1 2( ) ( )T T     . У ви-

падку ( )1 ( ) 1i T iA       (інтенсивна теп-

лопередача фактично нівелює коливання тем-

ператур на входах).  

За відносно високих частот стаціонарність 

режиму практично не порушується за будь-яких 

значень iA : 02 ( )10 1T i        (  — цик-

лічна частота, 02  — середній час перебування 

холодного ТН у ТА).  

У подальшому можливий розрахунок ФЧХ 

( )i   системи, але це зв’язано з труднощами, 

обумовленими зміною знаків визначників j  

за певних значень частоти   (див. (15)). Це 

призводить до різкої зміни знаків i  чи харак-

теру зміни ( )i   у точці  , що важко пояс-

нити. 
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И.Д. Лучейко, Р.В. Коцюрко  

АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ “ТЕПЛООБМЕННИК  ТИПА “СМЕШЕНИЕ–СМЕШЕНИЕ” +      

+ ТЕПЛОПЕРЕДАЧА”  

Проблематика. Математическое моделирование непрерывных технологических процессов в нестационарных условиях, 
вызванных действиями различных дестабилизирующих факторов, – актуальная проблема. При этом аналитические решения 
имеют существенные преимущества перед численными, так как позволяют выяснить природу причинно-следственных связей в 
рассматриваемых свойствах объекта моделирования и – как практический результат – дать физически обоснованные реко-
мендации по повышению эффективности его функционирования. Для теплообменных процессов причиной нестационарности, 
в частности, являются возможные колебания температур теплоносителей (ТН) на входах проточного теплообменного аппарата 
(ТА). Это приводит, как правило, к снижению эффективности работы ТА. Поэтому расчет его амплитудно-частотных характерис-
тик (АЧХ) имеет немаловажное значение. 

Цель исследования. Выяснение особенностей поведения идеального ТА типа “смешение–смешение” в стационарном 
режиме и при гармонических колебаниях температур ТН на входах аппарата; расчет его АЧХ. 

Методика реализации. Использована известная математическая модель в виде системы линейных дифференциальных 
уравнений (приведенных к безразмерной форме) для расчета влияния гармонических колебаний температур ТН на стационар-
ность режима работы системы “ТА + теплопередача”. 

Результаты исследования. Показано, что эффективность стационарного режима работы идеального ТА типа “смеше-
ние–смешение” можно оценивать по показателю эффективности 
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AMPLITUDE-FREQUENCY CHARACTERISTICS OF THE SYSTEM “MIXING – MIXING” HEAT EXCHANGER + HEAT 

TRANSFER”  

Background. Mathematical modeling of continuous technological processes in non-stationary conditions caused by actions of 
various destabilizing factors is an actual problem. At the same time, analytical solutions have significant advantages over numerical 
ones, since they allow us to find out the nature of causation links in the analyzed properties of the modeling object and, as a practical 
result, to give physically well-founded recommendations for improving the efficiency of its functioning.The possible fluctuations in the 
temperature of heat carrier (HC) at the inputs of the flow heat exchanger (HE) cause instabilities for heat exchange processes. This 
usually leads to the efficiency decrease of the HE. Therefore, the calculation of its amplitude-frequency characteristics (AFC) has a 
significant (weighty) value. 

Objective. The aim of the paper is to find out the behavior of the ideal “mixing–mixing” HE in stationary mode and harmonic fluc-
tuations of temperature at the inputs of the apparatus and calculation of its AFC.  
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Methods. Known mathematical model in the form of a system of linear differential equations (reduced summed to dimensionless 
form) to calculate the effect of harmonic fluctuations of temperature on the stationary mode of the system “HE + heat transfer” was used. 

Results. It is shown that the efficiency of the stationary mode of operation of the ideal “mixing – mixing” HE can be estimated by 
the efficiency indicator 
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are equal to the AFC of HE as two flow devices of the ideal mixing. In the case of antiphase fluctuations of temperature the values 
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Keywords: mathematical modeling; “mixing–mixing” heat exchanger; performance indicator; harmonic temperature fluctuations; 
amplitude-frequency characteristic. 
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