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ПОСИЛЕНИЙ ЗАКОН ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКІВ 
НЕАВТОНОМНИХ СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

Background. Asymptotic behavior at infinity of non-autonomous stochastic differential equation solutions is studied 
in the paper. 
Objective. The aim of the work is to find sufficient conditions for the strong law of large numbers for a random proc-
ess which is a solution of non-autonomous stochastic differential equation. 
Methods. Basic results of the theory of stochastic differential equations related to stochastic integrals estimation. 
Results. Sufficient conditions for almost sure convergence to zero of normalized term related to diffusion of non-
autonomous stochastic differential equation are obtained. 
Conclusions. Results of the paper can be used for further research on the asymptotic behavior of stochastic differential 
equation solutions, finding the stability condition of stochastic differential equation solution and ergodic type prob-
lems also. 
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Вступ 

Історія теорії ймовірностей — це історія її 

граничних теорем, серед яких виділяються по-

силені закони великих чисел. За історичною 

традицією, твердження, що стосуються збіжнос-

ті майже напевно, і називаються посиленим 

законом великих чисел (ПЗВЧ), який є важли-

вим інструментом у дослідженні асимптотичної 

поведінки різних процесів.  

При дослідженні асимптотичної поведінки 

розв’язків стохастичних диференціальних рів-

нянь виникають задачі типу ПЗВЧ.  

Й.І. Гіхман і А.В. Скороход [1] одні з пер-

ших почали вивчати задачу про асимптотичну 

поведінку розв’язку автономного стохастичного 

диференціального рівняння, збуреного за допомо-

гою вінерівського процесу 

 ( ) ( ( )) ( ( )) ( ),dX t g X t dt X t dw t     

де ( )w   — стандартний вінерівський процес. 

При цьому припускалось, що ( )g   та ( )   є до-

датними неперервними функціями такими, що 

існує єдиний неперервний розв’язок цього рів-

няння, і розглядався лише той випадок, коли 

 {lim ( ) } 0.
t

P X t


     

У роботах [2, 3] досліджувалась асимпто-

тична поведінка стохастичного диференціаль-

ного рівняння із фазовими незалежними збурен-
нями, тобто 

 ( ) ( ( )) ( ) ( ).dX t g X t dt t dw t     

Аналогічні задачі, але для так званого сто-
хастичного диференціального рівняння з від-
окремлюваними змінними, досліджувались у 
роботах [4, 5]: 

 ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ).dX t g X t t dt X t t dw t       

Це рівняння є рівнянням Й.І. Гіхмана—
А.В. Скорохода при ( ) 1,    ( ) 1;    якщо ж по-

класти ( ) 1    і ( ) 1,    то рівняння стає рів-

нянням, яке досліджувалось у [2, 3]. 

В усіх згаданих вище роботах властивості 

стохастичного диференціального рівняння ви-

значалися властивостями розв’язку відповідної 

детермінованої задачі. 

Постановка задачі 

Розглянемо неавтономне стохастичне ди-

ференціальне рівняння 

 ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ),dX t g X t t dt X t t dw t      (1) 

де ( )w   — стандартний вінерівський процес; 

( )   — неперервна функція, ( ),g   ( )   і ( )   — 

неперервні додатні функції такі, що (1) має 

неперервний розв’язок ( ).X   
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 Метою роботи є дослідження ПЗВЧ для 

випадкового процесу ( )X   та доведення теоре-

ми, що дає змогу досліджувати асимптотичну 

поведінку розв’язків стохастичних диференці-

альних рівнянь більш загального типу, ніж ті, 
що досліджувались у роботах [1—5]. 

Основні результати 

Нехай на повному ймовірнісному просторі 

{ , , }F P  задано неперервний випадковий про-

цес ( ) ( ( , ), , 0).X t X t t     

Позначимо 

 

0

( ) ( ) , 0,
t

t u du t      

де ( )   — неперервна додатна функція, та при-

пустимо, що 

 lim ( ) .
t

t


    (2) 

Розглянемо деякі умови збіжності майже 

напевно (м.н.) типу ПЗВЧ для розв’язку рів-

няння (1) 

Теорема 1. Припустимо, що ( )w   — віне-

рівський процес, ( ) 
 

— неперервна додатна 

функція така, що sup ( ) ,
x R

x


    ( ), ( )g     і ( )   

неперервні додатні функції такі, що (1) має не-

перервний розв’язок ( ),X   для якого lim ( )
t

X t



 

   м.н. Крім того, нехай виконується умова 

(2) та  

 

12
2

0

2
0

( )

.
(2 )

k

k
k

s ds









 



  (3) 

Тоді  

 

0

1
lim ( ( )) ( ) ( ) 0

( )

t

t
X s s dw s

t
  

   м.н. (4) 

Дов е д ення. Для цього при фіксованому 

0k   і довільному 0   розглянемо події  

 
12 2 0

1
sup ( ( )) ( ) ( )

( )k k

t

k
t

B X s s dw s
t 

       
  

   

та 

 
12 2 0

1
sup ( ( )) ( ) ( ) .

(2 )k k

t

k k
t

C X s s dw s
 

       
  

   

Функція ( )   монотонно зростає, тому 

, 0.k kB C k   

Оскільки ( )   є обмеженою функцією, а 

( )   — неперервною, то 

2 2

0

( ( )) ( )
t

X s s ds     і 2 2

0

[ ( ( )) ( )] .
t

E X s s ds     

З урахуванням теореми 1 ([1, с. 20]) для 

будь-яких 0k   і 0   має місце оцінка 

 

1

1

1

1

2 2 0

2 2 0

2
2 2

2 2
0

22
2

2 2
0

1
sup ( ( )) ( ) ( )

( )

1
sup ( ( )) ( ) ( )

(2 )

1
( ( )) ( )

(2 )

( ) ,
(2 )

k k

k k

k

k

t

t

t

k
t

k

k

P X s s dw s
t

P X s s dw s

E X s s ds

M
s ds









 

 

       
  

        
  

   
 

 
   
    









  

де sup ( ) .
x R

M x


     

Отже,  

 

1

1

2 2 0

22
2

2 2
0

1
sup ( ( )) ( ) ( )

( )

( ) .
(2 )

k k

k

t

t

k

P X s s dw s
t

M
s ds





 

         

 
   
    





  

(5)

 

Тепер для довільних 0   і 1m   розгля-

немо подію  

 
2 0

1
sup ( ( )) ( ) ( )

( )m

t

m
t

B X s s dw s
t

       
  

   

та подамо її у вигляді .m k
k m

B B




   

Оскільки 

 ( ),k k
k mk m

P B P B
 



 
  

 
   

то за умовою (5) маємо 

 
2 0

1
sup ( ( )) ( ) ( )

( )m

t

t

P X s s dw s
t

       
  

   
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12 2 0

1
sup ( ( )) ( ) ( )

( )k k

t

tk m

P X s s dw s
t



 

        
  

   

 
2

2
,m

M
  


  

де 

 

12
2

0

2

( )

, 1.
(2 )

k

m k
k m

s ds

m









  



   

Зауважимо, що в силу (3) 0m   при 

.m    

Отже, 

2

2
2 0

1
sup ( ( )) ( ) ( ) .

( )m

t
m

t

M
P X s s dw s

t

        
   

 (6) 

Позначимо 

 
2 0

1
sup ( ( )) ( ) ( ) .

( )m

t

m
t

X X s s dw s
t

  
    

Тоді зі співвідношення (6) та умови (3) ви-

пливає, що lim 0m
m

X


  за ймовірністю. Оскіль-

ки 1 ,m mX X   то lim 0m
m

X


  м.н. 

Звідси випливає (4). Теорему доведено. 

Зауважимо, що умови, за яких lim ( )
t

X t



 

   м.н., де ( )X   − розв’язок рівняння (1), на-

ведено в [6].  

Дослідимо умови, за яких ряд (3) є збіж-

ним. 

Лема 1. При ( ) 1,    0,t   ряд (3) збіга-

ється, якщо для деякого 
1

2
    

 lim sup .
( )t

t

t




 


 (7) 

Дов е д ення. Для того щоб довести спів-

відношення (7), розглянемо загальний член 

ряду (3): 

 

12
2

1
0

2 2

( )
2

0 .
(2 ) (2 )

k

k

k k

s ds






 
 


  

Згідно з умовою (7) маємо, що існує 

0M   таке, що 

( )

t
M

t






 для довільного 0.t   

Тому  

 
1 2

(1 2 ) 2 (1 2 )

2 2

2 2
2 2 .

(2 ) (2 )

k k
k k

k k
M

 
     

 
  

Отже, 

 

12
2

2 (1 2 )0

2
0 0

( )

2 .
(2 )

k

k

k
k k

s ds

M



 
 

 







    

Ряд у правій частині збігається для деяко-

го 
1

.
2

   

Зауваження. Умова (7) виконується, якщо 

для деякого
1

2
   

 lim inf ( ) 0.
u

u u 


   (8) 

Дійсно, якщо виконується (8), то існують 

такі 0   та 0 0,u   що  

 0( ) , .u u u u      

Не втрачаючи загальності, вважатимемо, 

що 0 0.u   Тому при 1t   

 1

0 0

( )
1

t t

u du u du t 
    

     

та для довільного 0    

 0

1

1

( )
( )

(1 )
.

1

t

t t

t
u du

t
t

t

 


 



 




 
  

 
 


  

Отже, якщо 
1

,
2

   то 
1

2
   й умова (7) 

виконується. 

Розглянемо один із прикладів застосуван-

ня теореми 1, який показує її точність. 

Лема 2. Нехай ( )w   — вінерівський процес, 

тоді для довільного 0   маємо 

 
0,5

( )
lim 0

(ln )t

w t

t t 
  м.н.  
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Дов е д ення. У рівнянні (1) покладемо 

( ) 1    і ( ) 1    та 

 
0,5 0,5(ln ) 2(ln )

( ) , 0.
2

t t
t

t

 
      

Тоді  

 0,5( ) (ln ) , 0.t t t       

Розглянемо умову (3) із теореми 1. Маємо 

 

1 12 2
2

0 0

2 1 2
0 0

1

1 2 1 2
0

1 2 1 2
0

( )

(2 ) 2 (ln 2 )

1 2

(ln 2) 2

2 1
.

(ln 2)

n n

k n n
n n

n

n
n

n

s ds ds

n

n

 

 

 
 



   




   




 


 



 
 





  

Оскільки 0,   то ряд 
1 2

0

1

n n



 

  є збіжним, 

отже, умова (3) виконується. Тепер у силу тео-

реми 1 маємо 

 
0

0,5
0

1
0 lim ( ( )) ( ) ( )

( )

1 ( )
lim ( ) lim

( ) (ln )

t

t

t

t t

X s s dw s
t

w t
dw s

t t t



 

   


 





 

м.н.

 

Результат леми 2 також випливає із закону 

повторного логарифму для вінерівського про-

цесу. Оскільки доведення леми 2 випливає з 

теореми 1, то можемо стверджувати, що теоре-

ма 1 є узгодженою із законом повторного лога-

рифму для вінерівського процесу. 

Висновки 

Асимптотичні задачі завжди посідали важ-

ливе місце в різних ймовірнісних досліджен-

нях, і значну частину теорії ймовірностей ста-

новлять теореми типу законів великих чисел. У 

цій статті сформульовано умови теореми типу 

ПЗВЧ для розв’язку неавтономного стохастич-

ного диференціального рівняння. Ці результати 

дають змогу досліджувати асимптотичну пове-

дінку розв’язків більш загальних стохастичних 

диференціальних рівнянь, що, як відомо, ши-

роко застосовуються у багатьох галузях, таких 

як біологія, фізика та економіка. 

За одержаних у статті умов з’являється 

можливість розглядати більш загальні форми 

залежності коефіцієнтів зсуву та дифузії від ча-

сової та просторової змінних. 

У наступних дослідженнях планується 

встановлення нових тверджень, які описують 

властивості розв’язків стохастичних диференці-

альних рівнянь. 
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О.І. Клесов, І.І. Сіренька, О.А. Тимошенко 

ПОСИЛЕНИЙ ЗАКОН ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКІВ СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

Проблематика. У статті розглядається гранична поведінка на нескінченності розв’язків неавтономних стохастичних 
диференціальних рівнянь. 

Мета дослідження. Мета роботи полягає у наведенні умов, за яких встановлюється посилений закон великих чисел для 
випадкового процесу, що є розв’язком неавтономного стохастичного диференціального рівняння. 

Методика реалізації. Застосовано базові результати теорії стохастичних диференціальних рівнянь щодо оцінки стохас-
тичних інтегралів.  

Результати дослідження. Отримано достатні умови збіжності майже напевно до нуля нормованого доданка, що 
відповідає за дифузію в неавтономному стохастичному диференціальному рівнянні. 

Висновки. Одержані результати можна використовувати для дослідження асимптотичної поведінки розв’язків стохастич-
них диференціальних рівнянь і встановлення умов стійкості розв’язків стохастичних диференціальних рівнянь, а також до задач 
ергодичного типу. 

Ключові слова: посилений закон великих чисел; стохастичне диференціальне рівняння; вінерівський процес; асимпто-
тична поведінка. 

О.И. Клесов, И.И. Сиренька, Е.А. Тимошенко 

УСИЛЕННЫЙ ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ РЕШЕНИЙ НЕАВТОНОМНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

Проблематика. В статье рассматривается предельное поведение на бесконечности решений неавтономных стохастических 
дифференциальных уравнений. 

Цель исследования. Цель работы заключается в нахождении условий, при которых устанавливается усиленный закон 
больших чисел для случайного процесса, который является решением неавтономного стохастического дифференциального 
уравнения. 

Методика реализации. Применены базовые результаты теории стохастических дифференциальных уравнений относи-
тельно оценки стохастических интегралов. 

Результаты исследования. Получены достаточные условия сходимости почти наверное к нулю нормированного сла-
гаемого, отвечающего за диффузию в неавтономном стохастическом дифференциальном уравнении. 

Выводы. Полученные результаты можно использовать для исследования асимптотического поведения решений стохас-
тических дифференциальных уравнений и установления условий устойчивости решений стохастических дифференциальных 
уравнений, а также к задачам эргодического типа. 

Ключевые слова: усиленный закон больших чисел; стохастическое дифференциальное уравнение; винеровский про-
цесс; асимптотическое поведение. 
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