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Вступ 

У роботі розглядається двовимірна синусоїд-

на модель спостережень текстурованої поверхні, 

різні дискретні модифікації якої отримали вели-

ку увагу в літературі з обробки сигналів завдяки 

їх застосуванню в аналізі текстур [1—4], зокрема 

в обробці так званих симетричних образів відтін-

ків сірого (symmetric gray-scale texture images). Ця 

проблема має спеціальний інтерес у спектраль-

ному аналізі [5] (див. також [4] і наведенні там 

численні посилання на прикладні роботи). 

У нашій роботі досліджується асимптотична 

поведінка оцінки найменших квадратів (ОНК) не-

відомих параметрів синусоїдної моделі у випадку, 

коли випадковий шум є однорідним та ізотроп-

ним гауссівським полем на площині [6]. З мате-

матичної точки зору така постановка проблеми 

оцінювання є природним узагальненням добре ві-

домої задачі про виявлення прихованих періодич-

ностей (див., наприклад, [7, 8]). 

У дискретній постановці задачі, коли помил-

ки спостережень є незалежними однаково розпо-

діленими випадковими величинами, зокрема гаус-

сівськими, асимптотичні властивості ОНК було 

розглянуто в [9, 10]. Для помилок спостережень, 

що утворюють дискретне лінійне однорідне поле, 

ці результати було узагальнено в [11]. 

Постановка задачі 
  

У цій роботі вивчено властивість консис-

тентності ОНК невідомих амплітуд і кутових час-

тот синусоїдної моделі текстурованої поверхні. 

Метою дослідження є отримання достатніх умов 
на коваріаційну функцію випадкового поля — 

шуму моделі, за яких вказана ОНК є сильно кон-

систентною.  

Вихідні положення 

Розглянемо модель спостережень  

0
1 2( ) ( , ) ( ), ( , ) [0, ) [0, ),X t g t t t t t          (1) 

де 

0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 2 1 1 2 2( , ) cos( ) sin( ),g t A t t B t t          (2) 

0 0 0 0 0 4
1 2( , , , )A B       — вектор істинних 

значень невідомих параметрів, 0 2 0 2( ) ( )A B  0, 

 — деяка відкрита параметрична множина, в якій 

амплітуди A, B можуть набувати будь-яких зна-
чень, а кутові частоти ,  де {    1 2( , )   

 2 2
1 2: 0 }, { ( ), },t t                — 

випадковий шум із нульовим середнім. 
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Введемо умови. 

А1.  є однорідним ізотропним гауссів-     
ським полем із коваріаційною функцією (к.ф.) 

B(t ) ( ) (0) (|| ||) || || , (0,1),E t L t t        де L — 

повільно змінна на нескінченності функція. 

А2.  є однорідним ізотропним гауссівським 

полем таким, що 
2

1|| || | ( ) | .B B t dt  


  

Означення. ОНК параметра 0    за спо-

стереженнями ( ), [0, ] [0, ] ( ),X t t T T T     на-

зивається будь-який випадковий вектор T     
 1 2( , , , )T T T TA B   , для якого 

2 2
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min ,

[ ( ) ( , )] .

cT T T
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T
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Q T X t g t dt
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



  
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Основний результат 

Наведені нижче теорема та леми узагальню-
ють результат роботи [7]. 

Теорема. Якщо виконується умова А1 з не-
спадною функцією L або припущення А2, то 

ОНК T  є консистентною оцінкою параметра  

0
, 

а саме: 

          

0 0

0 0
1 1 2 2

, ,

( ) 0, ( ) 0

T T

T T

A A B B

T T

 

       
       (3) 

майже напевно (м.н.) при .T    

Доведемо спочатку дві леми. Позначимо   
 1 2

2( , ) .    

Лема 1. Якщо виконано припущення А1 з 
монотонно неспадною повільно змінною функ-

цією ( ), 0,L t t   то 
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Дов е д ення. Зауважимо, що   
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Таким чином,  
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де за формулою Ісерліса [12] 
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Оскільки 
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Оцінимо кожний доданок у (5) окремо. По-

значимо  

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

,

( , ) ( , )

( )ub v w v w

B v w u v w u B v w u v w u

  

        
  

і зробимо в інтегралі 13 1 2( ),u u  послідовну замі-

ну змінних 2 2 2 2 2 2 2/ , / ;v v T w w T v w v    , 

v1 1 /v T , w1 1 1 1 1/ ; :w T v w v     

1 1 2 2

1 1 2

2

13 1 2

1 ( / )1 ( / )
2

1 1 2 2

0 0 0 0

2 2 1 1

1 ( / )
2

2 2

0 0 1 ( / )

1 1 2 2 1 1

( )

( )

( )

,

, ( )

(1 ( / ) | |)

,

T u T u u T u T

u

T u T u u T

u T

u

u u

T b v w T v w

dv dw dv dw

T u T v

b v w Tv dv dv dw

   

  

 

 

  

  



 

 





   

  

 

1 2

1 2

1 ( / ) 1 ( / )
4

1

1 ( / ) 1 ( / )

1

2 2 1 2 2 1

1 1
4

1 2 1 2 2 1

1 1

4
1 2

11

1 1 2

00

2

1

2

(1 )(1 )

(1 |

(1 | | /(1 / )) ( , )

1

| /(1 / ))

( )( ) ( )/ 1 / ( , )

1 / 1 /

( )

( )

,

( )

u T u T

u T u T

u

u

T u T u T

v

v u T b Tv Tv dv dv

T u T u T b T v v dv dv

T u T u T

B Tv u Tv

u T

u dv

 

   

 

 

   

 

   

   

   

 

 

 





2 1

0 0

1 1 2 2 2 1

1 1

1 0

1 1 2 2

0 1

1 1 2 2 2 1

0 1

1 1 2 2

10

1 1 2 2 2 1

( , )

( , )

( , )

( , )

( ., )

dv

B Tv u Tv u dv dv

B Tv u Tv u

B Tv u Tv u dv dv

B Tv u Tv u

B Tv u Tv u dv dv

 










  

   

  

   











 

 

   

Із монотонності повільно змінної функції L 
в умові А1 випливає, що для будь-якого   0 
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де 1 2,  C C  — деякі сталі, що виникли при ін-

тегруванні. 

Аналогічно попереднім міркуванням отри-

муємо оцінки для , 1 ;( ,) 2ijI T i   1, 2, 3,j   із 

формули (5). Тому при T     

(6)
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4).

  

Очевидно, (1) 0n
n

   м.н. Крім цього,  

(2) 2 1 2
1( ) ( 1) 0.n n n

n
E T T 



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Аналогічно, 
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
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Таким чином, 0n
n

   м.н., і лему 1 дове-

дено. 

Лема 2. Якщо виконано припущення А2, то 

справедливе (4). 

Дов е д ення. Аналогічно (6), (7) отримуємо 

2
13 1 2 1 2 2, ( )(( ) )|| || ,u u T u T u B     

де 

2 2
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Така ж сама оцінка справедлива й для 
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Використовуючи аналогічні міркування, отри-

муємо оцінку для 2 1 2,( :)u u   
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Тому при T     

2 1( .( ) )E T О T    

 Подальші міркування збігаються з дове-

денням леми 1. 
Доведення теореми використовує схему ро-

біт [7, 8, 13]. 
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Позначимо 
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(8)

 

та покажемо, що 

  

0 0
1 2 1 2 1 2 1 2

0 0
1 2 1 2 1 2 1 2
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(1),( )

T

T

A A x x y y B x y y x o

B A y x x y B x x y y o

    

    
  (9) 

де (1)o  позначають, взагалі кажучи, різні випад-

кові величини, що залежать від T і прямують до 

нуля м.н. при .T    

Диференціювання функціонала ( )TQ   за 

змінними A,B приводить до такої системи ліній-

них рівнянь відносно о.н.к. TA  і TB : 
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Беручи до уваги властивості параметричної 

множини , у замиканні якої набуває значення 

о.н.к. 1 2( , ),T T T     отримуємо співвідношення 
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Аналогічно, 
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Співвідношення (9) випливають із (10)—(13). 
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За означенням ОНК, 
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де завдяки лемам 1, 2 та оцінкам (14)  
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Таким чином, для того щоб виконува-     

лось (18), необхідно і достатньо, щоб  

      0( ) 0  м.н.,  1,2.kT k T
T k


        (20) 

Зі співвідношень (20), очевидно, випливає, 

що  

1,   0,   м.н.,  1,2.k kT T
x y k

 
    

Тоді консистентність оцінок ,  T TA B  є наслідком 

рівностей (9).  

Висновки 

Синусоїдна модель спостережень текстуро-

ваної поверхні з однорідним та ізотропним гаус-

сівським полем на площині як шумом раніше 

не розглядалась. Запропонована методика дове-

дення консистентності ОНК параметрів цієї по-

льової моделі є узагальненням відповідного під-

ходу у випадку одновимірної моделі виявлення 

прихованих періодичностей [7, 8]. 

Використовуючи та розвиваючи цю методи-

ку, можна, по-перше, поширити отримані резуль-

тати на моделі, в яких функція регресії є сумою 

декількох двопараметричних гармонічних коли-

вань, і по-друге, використати консистентність 

ОНК для отримання її асимптотичної нормаль-

ності. 
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О.В. Іванов, О.В. Маляр 

КОНСИСТЕНТНІСТЬ ОЦІНКИ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ ПАРАМЕТРІВ ТЕКСТУРОВАНОЇ ПОВЕРХНІ 

Проблематика. Для синусоїдної моделі спостережень текстурованої поверхні, тобто моделі, в якій функція регресії є дво-
параметричним гармонійним коливанням, а шум – однорідним та ізотропним гауссівським випадковим полем на площині з ну-
льовим середнім і коваріаційною функцією спеціального виду, розглянуто задачу статистичного оцінювання невідомих амплітуд 
і кутових частот синусоїдної моделі. 

Мета дослідження. Вивчити асимптотичну поведінку оцінки найменших квадратів (ОНК) невідомих амплітуд і кутових частот 
синусоїдної моделі текстурованої поверхні. 

Методика реалізації. Отримання результатів роботи ґрунтується на застосуванні методології, розвинутої в працях О.В. Іва-
нова та ін. (2009, 2015 рр.) та монографії О.В. Іванова, М.М. Леоненка (1989 р.). 

Результати дослідження. Отримано достатні умови на коваріаційну функцію випадкового шуму, за яких ОНК параметрів 
синусоїдної моделі є сильно консистентною. 

Висновки. Отримані результати дають можливість їх узагальнення на моделі, в яких функція регресії є сумою декількох 
двопараметричних гармонійних коливань. Крім цього, властивість консистентності ОНК дасть змогу довести асимптотичну нор-
мальність цих оцінок у наступних роботах. 

Ключові слова: текстурована поверхня; синусоїдна модель; однорідне та ізотропне випадкове поле; коваріаційна функція; 
повільно змінна функція; оцінка найменших квадратів; консистентність. 

А.В. Иванов, А.В. Маляр 

СОСТОЯТЕЛЬНОСТЬ ОЦЕНКИ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ ПАРАМЕТРОВ ТЕКСТУРИРОВАННОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

Проблематика. Для синусоидальной модели наблюдений текстурированной поверхности, т.е. модели, в которой функ-
ция регрессии является двупараметричным гармоническим колебанием, а шум – однородным и изотропным гауссовским слу-
чайным полем на плоскости с нулевым средним и ковариационной функцией специального вида, рассмотрена задача статисти-
ческого оценивания неизвестных амплитуд и угловых частот синусоидальной модели. 

Цель исследования. Изучить асимптотическое поведение оценки наименьших квадратов (ОНК) неизвестных амплитуд и 
угловых частот синусоидальной модели текстурированной поверхности. 

Методика реализации. Получение результатов работы опирается на применение методологии, развитой в работах А.В. Ива-
нова и др. (2009, 2015 гг.) и монографии А.В. Иванова, Н.Н. Леоненко (1989 г.). 

Результаты исследования. Получены достаточные условия на ковариационную функцию случайного шума, при которых 
ОНК параметров синусоидальной модели является сильно состоятельной. 

Выводы. Полученные результаты дают возможность их обобщения на модели, в которых функция регрессии является 
суммой нескольких двупараметричных гармонических колебаний. Кроме того, свойство состоятельности ОНК позволит доказать 
асимптотическую нормальность этих оценок в следующих работах. 

Ключевые слова: текстурированная поверхность; синусоидальная модель; однородное и изотропное случайное поле; ко-
вариационная функция; медленно меняющаяся функция; оценка наименьших квадратов; состоятельность. 
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